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Resumo

No presente artigo, temos como objetivo estudar o trabalho de Einstein, no qual ele deduz a lei
de Planck. A deducdo de Einstein ¢ interessante ndo simplesmente por sua elegancia, mas
essencialmente por sua capacidade de elucidar fendmenos relacionados a emissdo e absorg¢do
de radiagdo que até entdo careciam de explicagdo. Nela podemos perceber a presenca de
elementos que vieram a compor a eletrodindmica e a Optica quanticas. Dos desenvolvimentos
posteriores desse trabalho resultaram a teoria de masers e lasers e a teoria de condensagdo de
Bose-Einstein.
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Abstract

On the origin of the theoretical model of lasers. In this article, we aim to study the work of
Einstein, in which he deduces the Planck’s law. The derivation of Einstein is interesting not
just for its elegance, but primarily for their ability to elucidate phenomena related to emission
and absorption of radiation hitherto lacked explanation. Here we can perceive the presence of
elements that came to constitute the electrodynamics and quantum optics. Further
developments of this work resulted in the theory of lasers and masers and the theory of Bose-

Einstein condensates.
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1. Introducao

O fato fundamental para a construcdo da Teoria
Quantica residiu na observagdo da manifestacdo do
fendmeno de quantizagdo, ou seja, grandezas fisicas
apresentam-se em estados discretos (os chamados
quanta), em que ndo ha possibilidade de se observar
valores intermediarios para as medidas dessa
grandeza fisica. Porém, ¢ mister destacar que no
séc. XIX o conceito de quantizacdo ja era
conhecido: Michael Faraday (1791-1867) ja havia
demonstrado que as cargas ionicas adquiridas em
solugdes eletroliticas eram multiplas de uma

unidade bésica indivisivel (Born, 1986, p.24-25;
Guillemonat, 1962, p.5764-5766). Além disso, ja
era de compreensdo dos fisicos que, se a matéria
fosse examinada profundamente em sua intimidade,
esta  exibiria uma  composigdo  discreta,
supostamente constituida por moléculas e atomos.
Sabe-se ainda que esse modelo microscépico foi
utilizado na formulag@o da teoria cinética dos gases.

Apesar das quantizacdes da matéria e da carga
elétrica ja serem aceitas ao final do séc. XIX isto
aparentemente ainda ndo direcionava para a criagdo
de uma nova teoria fundamental, como a teoria
quantica. Foi o fisico alemdao Max Karl Ernst
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Ludwig Planck (1858-1947) que estabeleceu uma
revolucdo na Fisica ao visualizar a quantizagdo de
energia num modelo de oscilador harmonico para a
emissdo, absorcdo e equilibrio termodindmico da
radiagdo em uma cavidade ressonante.

Estudando o problema da radiagdo do corpo
negro, Planck estabeleceu a pedra fundamental da
Teoria Quantica. Em uma reunido da Sociedade
Alema de Fisica, ocorrida em 14 de dezembro de
1900, Planck apresentou um conceito que, ao
mesmo tempo em que resolvia o problema da
catastrofe do ultravioleta, dava surgimento a
chamada Teoria Quantica. Nessa reunido, Planck
mostrou que a matéria absorve energia térmica e
emite energia luminosa de maneira descontinua.
Isto ndo apenas foi suficiente para explicar a
radiacdo do corpo negro, mas também para abrir
horizontes que nem o mais visionario dos fisicos da
época poderia imaginar. Em 1918, Planck foi
agraciado com o Prémio Nobel de Fisica pela
descoberta do quantum de energia. Assim, ele
recebeu o reconhecimento da comunidade cientifica
como o responsavel pela origem da Teoria
Quantica.

Apo6s a publicagdo da Lei de Planck (Planck,
2000), foram propostas diferentes demonstragdes da
mesma. Podemos dizer que uma das mais elegantes
dessas demonstragdes foi oferecida por Einstein.
Em sua deducdo, Einstein se baseou nas reflexdes
originais de Wien e no pressuposto basico da teoria
quantica (Einstein, 2005a). Ele chamou a atengdo
para o fato de que a similaridade formal entre a
curva de distribuigdo cromatica da radiacdo de
corpo negro e a distribuicdo de velocidades de
Maxwell era muito forte para que permanecesse
escondida por muito tempo.

A deducdo de Einstein ¢é interessante ndo
simplesmente por sua elegancia, mas
essencialmente por sua capacidade de elucidar
fendmenos relacionados a emissdo e absorc¢do de
radiacdo que até entdo careciam de explicagdo.

Segundo Kleppner (2005, p. 88):

“Ao desenvolver sua teoria da
radiagdo, Einstein empregou um novo e crucial
conceito: estados estacionarios, introduzidos no
artigo de Niels Bohr sobre o hidrogénio em
1913. A idéia de estados ndo radiativos de um
elétron em Orbita ao redor de um nucleo
poderia ser encarada como absoluto nonsense,
porque, de acordo com os principios bem
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estabelecidos da teoria eletromagnética, o
elétron poderia irradiar intensamente emitindo
um largo espectro ao se chocar com o nucleo.
Poder-se-ia argumentar que ja era hora de jogar
de lado as leis classicas, mas as maiores
caracteristicas do modelo de Bohr repousavam
diretamente sobre estas leis. O conceito de
estados estaciondrios era exatamente o tipo de
verdade no nonsense que, nas maos de
Einstein, poderia ser usado para fazer magica.

A teoria de Einstein da radiagdo analisa os
processos nos quais os estados de energia e
momento de um gas de atomos atingem o
equilibrio com um campo de radiagdo térmica.
Seu raciocinio ¢é transparente e novo. Por
exemplo, ele ndo toma como ponto de partida o
conhecido campo para a radiagdo térmica, dado
pela lei de radiagdo de Planck. Ao contrario,
Einstein admitiu que os atomos estdo em
equilibrio térmico e entdo deduziu as
propriedades do campo de radiagdo necessarias
para manter este equilibrio. O campo obtido é
precisamente dado pela lei de radiagdo de
Planck!”

Na teoria de Einstein da radiagdo podemos
perceber a presenga de elementos que vieram a
compor a eletrodindmica e a Optica quanticas. Dos
desenvolvimentos  posteriores desse trabalho
resultaram a teoria de masers ¢ lasers ¢ a teoria de
condensagdo de Bose-Einstein.

Nosso objetivo no presente trabalho é apresentar
a dedugdo de Einstein relacionando-a a emissdo e
absor¢do de radiacdo.

2. Deducio feita por Einstein da lei de radiacao
de Planck

Vamos considerar um sistema constituido de
atomos em equilibrio com a radiacdo
eletromagnética. Assumiremos que ha apenas dois
niveis de energia: um nivel E; no qual estdo N
atomos ¢ outro nivel de energia E, com N, atomos.
Consideraremos que E, > E;. Os atomos presentes
no sistema emitem e absorvem a radiagdo
eletromagnética, de modo que havera dois tipos de
transicdo: a emissdo espontanea do nivel de maior
energia para o de menor (E, — E;) ¢ a absor¢do
estimulada do nivel de menor energia para aquele
de maior energia (E; — Es).

Esses dois processos de transicdo ainda n@o
permitiam que fosse deduzida uma relagdo correta
para a Lei da radiagdo de Planck. Einstein (2005b),
entdo, considerando que um oscilador absorve ou
emite energia dependendo de sua fase em relagdo a
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forca impulsiva, propds que o campo de radiagdo
obrigaria um atomo no estado de energia superior a
fazer uma transi¢do para um estado de energia
inferior com uma taxa de transi¢do proporcional a
densidade de radiagdo. Esse processo ¢ conhecido
como emissao estimulada e foi sua introducdo que
permitiu  aplicar o principio do equilibrio
balanceado e encontrar a relacdo correta para a
formula da radiacao do corpo negro.

A probabilidade de ocorrer transicdes com
absor¢d@o por unidade de tempo é B,p(f, T)dt,em
que B,, € o chamado “coeficiente B de Einstein”.
Entdo, o nimero médio de transi¢des (E; — E,) na
unidade de tempo ¢ dado por

dWy; = Byzp(f, T)Ndt (U]

A probabilidade total de ocorrer os dois
processos de transicdes com emissdo por unidade de
tempo € (4, + By p(f,T))dt, em que A, €
conhecido como “o coeficiente A de Einstein”.
Logo, o nimero médio de transi¢des (E, — E;) na
unidade de tempo ¢ dado por

AWy = (Az; + By p(f,T))Nodt  (02)

O equilibrio estatistico entre os processos de
emissdo e absor¢do ocorrera quando o mimero de
transicdes dados pelas equagdes (01) e (02) for
igual. No equilibrio, teremos que

(Az1 + By1 p(f,T))Nz = Byp(f, T)N; (03)
0 que nos permite escrever que

N B .T)
Nz _ 12P(f, 04)
Ny Ayq +By p(fiT)

Como o equilibrio é de natureza estatistica, a

razdo Nz corresponde a uma média da distribuicdo
Ny

de Maxwell-Boltzmann. Usando a expressdo para o
Wn (probabilidade
termodindmica para o macroestado n)

nimero de microestados

W, = Cg,exp (—%) , (05)

na qual C representa uma constante € g, ¢ 0 peso
estatistico (que ¢ igual a 1 quando o nivel de
energia for ndo-degenerado), teremos que

Ez
N, _ gzexp(2) g, exp| - B2
— k. _ E27h1)
Ny g1 exp(—k—:,)} g1 kT

Como E, — E; = hf, a expressdo acima fica:

] .(06)

Nz _e2 [_ bt

N, g1 exp|— 7l - 07)
Comparando as equacdes (04) e (07), chegamos

a seguinte relagdo

g2421

,T) =
p(LT) giBizEXP(%)—ngzi

. (08)

A equagdo (08) representa a distribuicdo do
espectro de energia da radiacdo do corpo negro.
Reconhecendo isto, podemos determinar as
constantes ¢ encontrar a relacio de Planck.
Primeiro, consideremos o que ocorre no limite de
altas temperaturas, isto €, kT > hf. Sabemos que a
densidade de energia p — o nesse limite, logo o
denominador da equagao tende a zero. Isto nos leva
a

g1B12 = 82B2; . (09)

Em particular, para os niveis ndo-degenerados,
B;; =B;;. Por outro lado, no limite de altas
frequéncias, ou seja, hf > kT, teremos

A
lim p(f,T) = lim E2821

hf>kT hf>kT hf
g1By,exp (ﬁ) —g2B2
Ou
. Az kT
limpgs rp(f,T) = —Bzz: " 10)

Como a equagdo (10) deve ser igual a Lei de
Rayleigh-Jeans, verificamos que

Ay; Bmhf3

5y~ O an




E, finalmente substituindo as equacdes (09) e
(11) na equagdo (08), chegamos a equagdo
procurada:

8nh f3
T)=— —+—. 12)
p(f < exp(M/pr) -1

3. Consideracoes finais

Na demonstragdo apresentada acima, Einstein exibe
o conceito de emissdo estimulada, conceito este que
levou a invencdo do laser. Ele inova também ao
exibir o conceito de foton, introduzindo assim a
ideia da quantizagdo do campo -eletromagnético,
apesar de ele nao ter explicitamente utilizado a
palavra “foton” nesse texto.

Considerando que sdo desexcitados mais
atomos em transicdes de emissdo do que sdo
excitados em transi¢des de absor¢do, ha um
esvaziamento rapido do nivel superior o que implica
numa diminui¢do na amplificacdo de radiagdo até
que seja restabelecido o equilibrio térmico. No
intuito de manter constante a amplificagdo de
radiagdo ¢ preciso reabastecer continuamente de
atomos o nivel de maior energia ou remover atomos
de nivel de menor energia. Isto ocorre em
dispositivos conhecidos como masers (Microwave
Amplification by Stimulated Emission of Radiation)
e lasers (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation). A diferenga entre os dois
reside na regido do espectro eletromagnético na
qual eles funcionam.

Atualmente, amplamente
utilizados em metalurgia, para gravar, perfurar e
cortar metais, e, principalmente, em medicina, para
cirurgia ocular, desobstrucao de artérias, destruicdo
de calculos renais, clarificagdo de cataratas, etc.
Também sdo usados em restauracdo de obras de
arte, medigdo precisas de distancias e, transmissao a

lasers  sdo

longas distancias de sinais de comunicacao, quando
combinados a fibras 6pticas.
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